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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯМНОГОМЕРНОГО ОБОБЩЕННОГО
УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА – ПУАССОНА – ДАРБУ МЕТОДОМ СФЕРИЧЕСКИХ

СРЕДНИХ

Аннотация: В статье рассматривается решение задачи Коши для многомерного
обобщенного уравнения Эйлера – Пуассона – Дарбу с использованием метода
сферических средних. Основное внимание уделяется разработке и анализу подхода,
который позволяет эффективно обрабатывать сложные многомерные задачи,
возникающие в теории нелинейных уравнений и математической физике. Метод
сферических средних предоставляет новый инструмент для упрощения вычислений и
получения аналитических решений, что особенно актуально для задач с высокими
размерностями. В статье представлены теоретические обоснования предложенного метода,
а также его применения к конкретным классам уравнений. Результаты показывают, что
предложенный подход может существенно улучшить качество и скорость решения задач
Коши, открывая новые возможности для исследований в области математического
моделирования.

Ключевые слова: Дифференциальные уравнения в частных производных с сингулярными
коэффициентами, кривизна поверхностей, Единственность решения задачи Коши,
классический метод сферических средних.

Дифференциальные уравнения в частных производных с сингулярными коэффициентами
имеют богатую историю. Впервые уравнение

2 0
( )xy x yu u u u

x y x y x y
a b g

- + + =
- - -

, (1)

где , ,a b g - const, получено Л.Эйлером [1] в связи с изучением движения воздуха в
трубах разного сечения и колебаний струн переменной толщины. Он дал решение этого
уравнения при ,m na b g= = = , где ,m n N .

Общее решение уравнения (1) при a b= нашел Б.Риман [2], построивший решение
задачи Коши с помощью вспомогательной функции и методом, который впоследствии был
назван его именем.

Уравнение типа (1), но в форме

,
2 2( ) 0q p xx yy x y
q pE u u u u u
y y

- - - - = , (2)
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где ,q p - const, с 0q = решил С.Пуассон [3] найдя для него гиперболический аналог
представления решений, называемый представлением Пуассона. В этой работе он также
рассмотрел уравнение

2 2

2 2
1

2( ) 0
n

p
k k

u u p uL u
x y y y=

¶ ¶ ¶
- - =

¶ ¶ ¶
, (3)

при 3, 1n p= = .

Значительно позже уравнение (2) при 0, 0 1q p= < < встречалось при исследовании
вопросов кривизны поверхностей в монографии Г.Дарбу [4], где оно названо уравнением
Эйлера-Пуассона. Поэтому впоследствии многие авторы стали называть уравнения вида
(1), (2), (3) и их эллиптические аналоги уравнениями Эйлера-Пуассона-Дарбу.

Интерес к таким уравнениям значительно увеличился после публикации в 1923 году
первого издания книги Ф.Трикоми [5], где уравнения вида (1), (2) и

,
2 2( ) 0q p xx yy x y
q pE u u u u u
y y

+ + + + = , (4)

при 0, 1 6q p= = существенно использованы при исследовании краевой задачи для
уравнения смешанного эллиптико - гиперболического типа 0xx yyyu u+ = , названного
впоследствии уравнением Трикоми. Тем более многие уравнения смешанного типа,
например, обобщенное уравнение Трикоми, уравнение Кароля, ряд уравнений смешанного
типа с вырождением типа и порядка и т.д., в областях своей гиперболичности сводятся к
уравнению Эйлера-Пуассона-Дарбу.

Тем не менее с помощью замены переменных можно привести довольно широкий класс
вырождающихся уравнений, как первого, так и второго рода к уравнениям с
сингулярными коэффициентами. Например, уравнение с вырождением тип и порядка
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= - - сводиться к уравнению
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Более подробные информации по этому направлению можно найти в монографиях
А.В.Бицадзе [6] и М.М.Смирнова [7-8].

Важную роль в создании теории уравнений Эйлера-Пуассона-Дарбу и их аналогов
сыграли работы A.Weinstein [9-13]. В этих статях A.Weinstein при разных значениях
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параметра p исследовал задачу Коши для уравнения (3) с полуоднородными начальными
условиями

( ,0) ( ), ( ,0) 0, n
tu x x u x x Rj= = (6)

и ее решение получено в явном виде.

Здесь также указаны формулы соответствий вида

1 2 1 2
, ,1( ) ( )p p
q p q pE y u y E u+ - - +

-= , (7)

для уравнения (4) при 0, 0 1 2q p= < < . Отметим, что формула типа (7) встречалась еще
у G.Darboux [4].

Задачу Коши с начальными условиями

2

0
( ,0) ( ), lim ( , ) ( ),p n

tt
u x x t u x t x x Rj y

®+
= = , (8)

для уравнения (5) при 0, 0 1/ 2, 1,2p nl < < = исследовал М.Б.Капилевич в работе
[14], а при 3n = она исследована в [15].

В работе E.C.Young [16] содержится обзор исследований сингулярной задачи Коши {(3),
(8)}. В работах J.B.Diaz, H.F.Weinberger [17], E.K. Blum [18] задача {(3), (8)} исследована
при различных значениях параметра p .

Единственность решения задачи Коши {(3), (8)} доказана в работах E.K. Blum [19], D.W.
Bresters [20], D.W. Fox [21]. Однако как показано в работе D.W. Bresters [20], решение этой
задачи в случае 0p < не является единственным.

В данной работе рассмотрим задачу Коши для гиперболического уравнения (5), с
начальными условиями (8) при 0 1/ 2p< < и 0, 1nl . Для решения этой задачи
применим метод сферических средних [22].

Пусть { }( , ) :S x r x rx x= - = - сфера радиуса r с центром в точке nx R , где

2 2

1
( )

n

k k
k

x xx x
=

- = - расстояние между точками x и x . Пусть, далее,

1
( , ) ( ,1)

1 1( , , ) ( , ) ( , )n
n nS x r S O

U x r t u t d u x r t d
r xx s h w

w w-= = + , (9)

где ( )( / 2)2 / / 2n
n nw p= G , ( ,1) { : 1}S O h h= = - единичная сфера с центром в начале

координат, d xs - элемент поверхности сферы ( , )S x r , dw -элемент поверхности

единичной сферы, причем 1nd r dxs w-= , ( )zG - гамма – функция Эйлера.

http://www.wordlyknowledge.uz


JOURNAL OF IQRO – ЖУРНАЛ ИҚРО – IQRO JURNALI – volume 10, issue 2, 2024
ISSN: 2181-4341, IMPACT FACTOR ( RESEARCH BIB ) – 7,245, SJIF – 5,431

www.wordlyknowledge.uz ILMIY METODIK JURNAL

Очевидно, что равенство (9) является средним арифметическим значением функции
( , )u x t на сфере ( , )S x r .

Применяя классический метод сферических средних [22], можно показать, что если
функция ( , )u x t является решением задачи Коши {(5), (8)}, то функция ( , , )U x r t будет
решением уравнения

21 2 0rr r tt t
n pU U U U U
r t

l-
+ - - - = , (10)

удовлетворяющее начальным

1( , ,0) , , ,nU x r x r x R r R+= F( ) , 2 1

0
lim ( , , ) , , ,p n

tt
t U x r t x r x R r R+®+

= Y( ) , (11)

и граничным условиям

( ,0, ) 0, , 0n
rU x t x R t= > , (12)

где

1
( , ) ( ,1)

1 1( , ) ( ) ( )n
n nS x r S O

x r d x r d
r xj x s j h w

w w-F = = + , (13)

1
( , ) ( ,1)

1 1( , ) ( ) ( )n
n nS x r S O

x r d x r d
r xy x s y h w

w w-Y = = + , (14)

причем ( ,0) 0, ( ,0) 0r rx xF = Y = .

Учитывая равенство

( 1) 11 n n
rr r

n UU U r r
r r r

- - -- ¶ ¶
+ =

¶ ¶

и умножая уравнение (10) на 2nr - , перепишем ее в виде

( ) ( ) ( )
2

1 2 2 2 2
2

1 2 0n n n nU pr r U r U r U
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l- - - -¶ ¶ ¶ ¶
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Пусть 2 1n k= + . Применяя к уравнению (15) дифференциальный оператор
11 k

r r

-¶
¶

,

получим
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Имеет место следующая лемма.

Лемма 1 ([23]). Если 1( ) , 1,2,kw r C k+ = K , то справедливы равенства

1. ( )
12

2 1 2
2

1 1k k
k kd d d dwr w r

dr r dr r dr dr

-
- = , (17)

2. ( )
1 1

2 1 1

0

1 k jk
k k j

j j
j

d d wr w A r
r dr dr

- -
- +

=

= , (18)

где k
jA const= , причем 0 1 3 5 7 (2 1) (2 1)!!kA k k= - = -L .

Эту лемму можно доказать методом математической индукции.

Введя обозначение

( )
1

2 11( , , )
k

kV x r t r U
r r

-
-¶

=
¶

, (19)

и учитывая лемму 1, относительно функции ( , , )V x r t получим задачу нахождения
решения уравнения

22 0rr tt t
pV V V V
t

l- - - = , (20)

удовлетворяющего начальным

( , ,0) ( , ), , 0nV x r f x r x R r= > , 2

0
lim ( , , ) , , , 0p n

tt
t V x r t g x r x R r

®+
= ( ) > (21)

и граничным условиям

( ,0, ) 0, , 0nV x t x R t= > , (22)

где
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( )
1

2 11( , ) ( , )
k

kf x r r x r
r r

-
-¶

= F
¶

, (23)

( )
1

2 11( , ) ( , )
k

kg x r r x r
r r

-
-¶

= Y
¶

. (24)

В работе [14] задача {(20), (21)} решена при , 0r t- < < > . Чтобы применить данное
решение, учитывая условие (22), продолжим нечетным образом начальные данные
( , )f x r и ( , )g x r на интервал 0r- < < и продолженные функции обозначим через

1( , )f x r и 1( , )g x r соответственно.

Тогда решение задачи {(20), (21)} имеет вид [14]

1

1 1
1

( , , ) ( , ) ( , ; ,1 )V x r t f x r t Q t p dg x x l x
-

= + - +

1
1 2

2 1
1

( , ) ( , ; , )pt g x r t Q t p dg x x l x-

-

+ + , (25)

где 1 ( 1/ 2) /( ( ))p pg p= G + G , 2 ((1/ 2) ) /( (1 ))p pg p= G - G - ,
2 2( , , , ) (1 ) ( 1 )p

pQ t p J tx l x l x-
-= - - , причем ( , , , ) ( , , , )Q t p Q t px l x l- = ,

( )J zn - функция Бесселя – Клиффорда [14], которая выражается через функции Бесселя

( )J zn по формуле ( ) ( 1)( / 2) ( )J z z J zn
n nn -= G + .

Произведя замену переменных интегрирования th x= и учитывая нечетность функций

1( , )f x r и 1( , )g x r по переменной r , после несложных преобразований, равенство (25)
перепишем в виде

1 2
1 1 1 1

0

( , , ) [ ( , ) ( , )] ( , ; ,1 )
t

pV x r t t f x r f x r Q t p dg h h h l h-= + - - - +

2 1 1 1
0

[ ( , ) ( , )] ( , ; , )
t

g x r g x r Q t p dg h h h l h+ + - - , (26)

где 2 2 2 2
1( , ; , ) ( ) ( )p

pQ t p t J th l h l h-
-= - - .

Для нахождения решения задачи Коши {(5), (8)} воспользуемся следующим свойством
среднее сферических [22]
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0
( , ) lim ( , , )

r
u x t U x r t

®
= . (27)

Из (19) в силу (18) имеем

1

10 0

( , , ) ( , , )( , , ) ( )
jk

k j
jk j k

j

V x r t U V x r tU x r t A r O r
A r r A r

-

=

¶
= - = -

¶
.

Учитывая это из (27) получим

0 0
0

1 ( , , )( , ) lim ( , , ) limkr r

V x r tu x t U x r t
A r® ®

= = . (28)

Применяя правило Лопиталля [24], после несложных вычислений находим

1 21
1

0 0

2 ( , )( , ) ( , ; ,1 )
t

p
k

f xu x t t Q t p d
A
g hh l h

h
- ¶

= - +
¶

2
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0 0

2 ( , )( , ; , )
t

k

g xQ t p d
A
g hh l h

h
¶

+
¶

. (29)

Принимая во внимание (23) и (24), соответственно имеем

( )2 1( , ) 1 ( , )
k

kf x xh h h h
h h h

-¶ ¶
= F

¶ ¶
, (30)

( )2 1( , ) 1 ( , )
k

kg x xh h h h
h h h

-¶ ¶
= Y

¶ ¶
. (31)

Имеет место следующая лемма.

Лемма 2 ([25]). Если
1

0

1lim ( , ) 0, 1,2, ,
k

x k
h

h
h h

-

®

¶
T = =

¶
K то имеет место равенство

1 1
0 0

1 1( , ; , ) ( , ) ( , ; , ) ( , )
k kt t

Q t x d Q t x d
t t

h l b h h h h l b h h h
h h

¶ ¶
T = T

¶ ¶
.

В силу (18) для функций 2 1( , ) ( , )kx xh h h-T = F и 2 1( , ) ( , )kx xh h h-T = Y условия
леммы 2 выполняются. Поэтому применяя лемму 2 к равенству (29) с учетом (30) и (31),
получим
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1 2 21
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= - F +
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A t t
g h l h h h¶

+ Y
¶

. (32)

Далее, учитывая (13) и (14), после несложных преобразований получим

( )
1

2 12 21 2 2 2
1 1

1( , ) ( )
n

p
p

p
x t

u x t t t x J t x d
t t x

g j x x l x x
-

-
-

-
- <

¶
= - - - - +

¶
%

( )
1

2
2 22 2

2
1 ( )

n
p

p
x t

t x J t x d
t t x

g y x x l x x
-

-

-
- <

¶
+ - - - -

¶
% , (33)

где 1 ( 1) / 2
( (1/2)) ( / 2)

(2 1)!! ( )n
p n

n p
g

p +

G + G
=

+ G
% , 2 ( 1) / 2

((1/2) ) ( /2)
(2 1)!! (1 )n

p n
n p

g
p +

G - G
=

+ G -
% .

Если [ / 2] 2( ), ( ) ( )n nx x C Rj y + , где [ / 2]n - означает, целую часть числа ( / 2)n , то
функция ( , )u x t , определяемая равенством (33), при нечетном 1n является регулярным
решением задачи Коши {(5), (8)}.

При четном 2n k= , применяя метод спуска Адамара [22, 23], из (33) получим

( )2 (1/ 2)2 21 2 2 2
1 (1/ 2)

1( , ) ( )
n

p
p

p
x t

u x t t t x J t x d
t t x

g j x x l x x
-

-
-

- <

¶
= - - - - +

¶
%

( )2 (1/ 2)2 22 2
2 (1/ 2)
1 ( )

n
p

p
x t

t x J t x d
t t x

g y x x l x x
-

-
- <

¶
+ - - - -

¶
% , (34)

где / 2
1 ( / 2) /[ (2 )!!]nn ng p=G% , / 2

2 ( / 2) /[ (2 )!!(1 2 )]nn n pg p=G -% .

Таким образом, если [ / 2] 2( ), ( ) ( )n nx x C Rj y + , то функция ( , )u x t , определяемая
равенством (34), при четном 2n является решением уравнения (5), удовлетворяющим
начальным условиям (8).

Полученные здесь формулы (33) и (34) совпадают с результатами работы [25-28] в которой
задача Коши {(5), (8)} решена с применением операторов дробного порядка Эрдейи-
Кобера.
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Формула (33) при нечетном 1n , а формула (34) при четном 2n получены при
условии 0 (1/ 2)p< < . При остальных значениях параметра p , решение задачи {(5), (8)}
определяется путем аналитического продолжения по параметру p , решений,
определяемые формулами (33) и (34).
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