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ANNOTATSIYA:Noma’lum funksiyaning hosilalari qatnashgan tenglama differensial tenglama
deb ataladi. Differensial tenglamalardan fizika, iqtisodiyot, kimyo, mexanika va boshqa fanlarga
doir juda ko‘p masalalarni yechishda keng qo‘llaniladi. Vaqt bilan bog‘liq turli texnologik va
iqtisodiy jarayonlar ham matematik usulda differensial tenglamalar orqali tavsiflanadi.
Differensial tenglama tartibi unda qatnashgan noma’lum funksiya hosilasining eng katta tartibi
bilan aniqlanadi. Differensial tenglamalar yechimining mavjudlik sharti Koshi teoremasi orqali
ifodalanadi. Differensial tenglamalar yechimini topish jarayoni uni integrallash deyiladi.
Differensial tenglamani integrallashning umumiy usuli mavjud emas. Bundan tashqari juda ko‘p
differensial tenglamalarning yechimi elementar funksiyalarda ifodalanmaydi. Shu sababli
differensial tenglamalarning ayrim xususiy hollari uchun ularni integrallash usulini ko‘rsatish
mumkin. Bu yerda nisbatan soddaroq bo‘lgan I tartibli differensial tenglamalar qaralib, ulardan
o‘zgaruvchilari ajralgan, o‘zgaruvchilari ajraladigan, bir jinsli, to‘liq differensialli, chiziqli
tenglamalarni va Bernulli tenglamasini integrallash usuli ko‘rsatilgan. Bu tenglamalarni
demografiya, marketing va iqtisodiyot masalalarini yechishga tatbiqlari keltirilgan.

Kalit so’zlar:* Differensial tenglama * Differensial tenglama tartibi * Differensial tenglama
yechimi * Boshlang‘ich shart * Koshi masalasi * Koshi teoremasi * Umumiy yechim * Umumiy
integral * Xususiy yechim * Eng sodda I tartibli differensial tenglama * O‘zgaruvchilari ajralgan
tenglama * O‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama * Bir jinsli I tartibli tenglama * To‘liq
differensialli tenglama * I tartibli chiziqli differensial tenglama * 1 tartibli chizigli bir jinsli
differensial tenglama

1.1. Differensial tenglamalar va ular bilan bog‘liq tushunchalar.
Matematika, mexanika, fizika, iqtisodiyot va boshga fanlarning bir gator murakkab
masalalarida o‘rganilayotgan obyektning asosiy xususiyatlarini ifodalovchi qonunlar
qaralayotgan funksiyani uning hosilalari bilan bog‘lanishini ko‘rsatuvchi tenglamalar orqali
ifodalanadi.

I-TA’RIF: Erkli o‘zgaruvchi x, noma’lum funksiya y=y(x) va uning hosilalari y’, y",-,
y™ orasidagi bog‘lanishni ifodalovchi tenglik oddiy differensial tenglama deb ataladi.

Masalan,
y +ysinx—x?y—-3lnx=0, (y) =5y +7y*>+1=0, tgy —3sinx—2=0

oddiy differensial tenglamalar bo‘ladi. Bu misollardan ko‘rinadiki, oddiy differensial tenglamada
erkli o‘zgaruvchi x , noma’lum y funksiyaning o‘zi, hosilalarning ayrimlari qatnashmasligi
mumkin.

Izoh: Ko‘p o‘zgaruvchili y=y(x1, X2, ***, X ) funksiya va uning xususiy hosilalari gatnashgan
differensial tenglamalarni ham qarash mumkin. Ular xususiy hosilalali differensial tenglamalar
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deyiladi. Biz faqat oddiy differensial tenglamalarni qaraymiz va kelgusida ularni differensial
tenglama, ba’zan esa qisqacha tenglama deb yuritamiz.

2-TA’RIF: Noma’lum funksiyaning differensial tenglamada qatnashuvchi hosilalarining
eng yuqori tartibi bu differensial tenglamaning tartibi deyiladi.

Masalan, yuqorida keltirilgan differensial tenglamalar mos ravishda I, II va III tartiblidir.

Umumiy holda n-tartibli differensial tenglama

F(X,y,y sV >ay(n)):O (1

ko‘rinishda yoziladi. Bunda F(-) biror n+2 o‘zgaruvchili funksiyani ifodalaydi. Odatda (1)
tenglamani y™ hosilaga nisbatan yechish mumkin deb hisoblanadi va

y(n) :f(x>y9y sV 9'”’y(n_1)) (2)

kabi yoziladi. (2) yuqori tartibli hosilaga nisbatan yechilgan differensial tenglama deb ataladi.
Masalan, yuqorida (1) ko‘rinishda yozilgan differensial tenglamalarni

y =3lnx+ x2y —ysinx, y :%/Sy — 7y2 —1, y =arctg(3sinx+2)
kabi (2) ko‘rinishda ifodalash mumkin.

3-TA’RIF: Agar biror ¢(x) funksiya n marta differensiallanuvchi bo‘lib, bu funksiya va
uning hosilalari (1) yoki (2) tenglamaga qo‘yilganda bu tenglama ayniyat ko‘rinishiga kelsa,
unda ¢(x) funksiya (1) yoki (2) differensial tenglamaning yechimi deyiladi.

Masalan, ¢(x)=x?+3x-2 funksiya II tartibli
y =3y +2y—2x*+11=0 y =3y —2y+2x* —11
differensial tenglamaning yechimi bo‘ladi. Haqiqatan ham,
Pp(xX)=x>+3x-2 @x)=2x+3, ¢ (x)=2

© =30 +20-2x> +11=2-32x+3)+2(x* +3x-2)-2x*+11 0.

4-TA’RIF: (1) yoki (2) differensial tenglamaning yecimini topish uni integrallash, topilgan
y=0(x) yechim esa uning integrali deb aytiladi.

Bu ta’rif shu bilan asoslanadiki, differensial tenglamani yechish integrallash amali orqali
bajariladi va uning yechimi qandaydir funksiyaning integrali kabi ifodalanadi. Bunga kelgusida
ishonch hosil etamiz.

Bu paragrafda biz I tartibli va hosilaga nisbatan yechilgan, ya’ni

y =f(xy) 3)
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ko‘rinishdagi differensial tenglamalar bilan shug‘ullanamiz. Bu tenglamani, hosilani differensial
yordamida ifodalash orqali,

fl—y = f(ny)  dy=f(xp)dx
X

ko‘rinishda ham ifodalash mumkin. Bu tenglamada noma’lum funksiyaning differensiali
gatnashadi va bu bilan uni differensial tenglama deb atalishi asoslanadi.

Birinchi navbatda (3) tenglama yechimga ega yoki yo‘qligi, agar yechim mavjud bo‘lsa,
uning yagona yoki yagonamasligi masalasini garaymiz. Bu magqgsadda dastlab quyidagi
tushunchani kiritamiz:

S5-TA’RIF: (3) differensial tenglamani berilgan xo nuqtada berilgan yo qiymatni gabul
qiluvchi y=y(x) yechimini topish Koshi masalasi deyiladi.

Bu ta’rifdagi shart
yo)=yo yoki y| _ =g (4)

ko‘rinishda yoziladi va boshlang‘ich shart deb ataladi.

1-TEOREMA (Koshi teoremasi): Agar (3) tenglamada f(x,y) funksiya va uning y bo‘yicha
Jy(x,) xususiy hosilasi XOY tekislikka tegishli (xo,yo) nuqtaning biror ochiq atrofida

uzluksiz bo‘lsa , unda bu tenglamaning (4) boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi, ya’ni (3)-(4)
Koshi masalasining yechimi mavjud va bu yechim yagonadir.

Bu teorema Koshi masalasi uchun mavjudlik va yagonalik teoremasi deb yuritiladi va uni
isbotsiz gabul etamiz .

Izoh: Agar l-teorema shartlari bajarilmasa, Koshi masalasi yechimining yagonaligi
haqidagi tasdiq bajarilmasligi mumkin. Masalan,

y =", i, =0

Koshi masalasi uchun ikkita y=(x/5)°> va y=0 funksiyalar yechim bo‘lishini tekshirib ko‘rish

mumkin. Bunga sabab shuki, bu tenglamada f(x,y)=5 y4 bo‘lib, uning xususiy hosilasi

Sy (x,y)=4/(5 {/; ) boshlang‘ich shartdagi (0,0) nuqtada uzluksiz emas.

Koshi teoremasidan II tartibli differensial tenglamaning o‘zi cheksiz ko‘p yechimga ega
bo‘lishi va ular bitta ixtiyoriy C o‘zgarmas soniga bog‘liq bo‘lgan y=¢(x,C) ko‘rinishdagi
funksiyalardan iborat bo‘lishi kelib chiqadi. Hagiqatan ham, turli (4) boshlang‘ich shartda Koshi
masalasining yechimi turli yechimlarga ega bo‘ladi. Boshlang‘ich shartlarni esa cheksiz ko‘p
ko‘rinishda tanlash mumkin va shu sababli (3) differensial tenglama yechimi ham cheksiz ko‘p
bo‘ladi.
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Masalan, y=x*+C, C e (-0, o) funksiyalar I tartibli y’=2x differensial tenglamani
qanoatlantirib, ular bu tenglamaning cheksiz ko‘p yechimni tashkil etishini tekshirib ko‘rish
giyin emas.

6-TA’RIF: Bitta ixtiyoriy o‘zgarmas C soniga bog‘liq y=¢(x,C) funksiya I tartibli (3)
differensial tenglamaning umumiy yechimi deyiladi, agar u quyidagi ikki shartni qanoatlantirsa:

1) bu funksiya C o‘zgarmas sonning har bir qiymatida (3) tenglamaning yechimi bo‘ladi ;

2) berilgan (4) boshlang‘ich shartda C o‘zgarmasning shunday Co qiymati topiladiki,
y=0(x,Co) funksiya bu boshlang‘ich shartni qanoatlantiradi .

I tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi har doim ham y=¢(x,C) ko‘rinishda
oshkor ifodalanmaydi. Ko‘p hollarda umumiy yechim ®(x,y,C)=0 oshkormas ko‘rinishda
topiladi va undan y umumiy yechimni har doim ham elementar funksiyalar orqali ifodalab
bo‘lmaydi. Bunday hollarda ®(x,y,C)=0 differensial tenglamaning umumiy integrali deb ataladi.

I tartibli differensial tenglamalarning ayrim iqtisodiy tatbiglari. Bu yerda I tartibli
differensial tenglamalar yordamida yechiladigan iqtisodiy mazmunli amaliy masalalardan bir
nechtasi bilan tanishamiz.

= Aholi soni haqidagi demografik masala. Ma’lum bir vaqt birligida mamlakatda
dunyoga kelgan chaqaloglar va vafot etgan odamlar soni shu mamlakat aholisining soniga
proporsional ( mos ravishda qandaydir k; va k; proporsionallik koeffitsientlari bilan) ekanligi
statistik ma’lumotlar asosida aniglangan. Shu mamlakat aholisining sonini t vaqt bo‘yicha
o‘zgarishini ifodalovchi y=y(t) funksiyani topish talab etiladi.

Yechish: Bu mamlakat aholisining At vaqt oralig‘idagi o‘zgarishi Ay shu vaqt oralig‘da
dunyoga kelgan chaqaloglar va vafot etgan odamlar sonlarining ayirmasiga tengdir. Masala
shartiga asosan, At vaqt oralig‘ida dunyoga kelgan chaqaloqlar soni kiyAt , vafot etgan odamlar
soni esa koyAt bo‘ladi. Bu yerdan quyidagi natijalarni olamiz:

L lim Y = limky  y =k

At At—0 At At—0

Shunday qilib, aholi soni I tartibli y'=ky differensial tenglama bilan ifodalanuvchi
gonuniyat asosida o‘zgaradi. Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama bo‘lib, uni
integrallab izlanayotgan y=y(t) funksiyani topamiz:

y:ky Q:ky Q:kdt Q: kdt lny=kt+C
dt y y
y:ekt+c :Coekt

Bunda Co o°zgarmas son qiymati boshlang‘ich shartdan topiladi. Agar to vaqtda aholi soni yo

ekanligi ma’lum bo‘lsa, unda Cy = yye kabi aniqlanishini ko‘rsatish mumkin.
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= Mahsulot narxi haqidagi marketing masalasi. Bozorda t vaqt o‘tishi bilan biror
mahsulot narxi p(t), unga talab h(t) va taklif s(t) funksiyalar bo‘yicha o‘zgarib boradi. Narx
funksiyasi, talab va taklif funksiyalari orasidagi bog‘lanishni topish talab etiladi.

Yechish: Bozor qonuniyatlariga ko‘ra At vaqt oraligida narxning o‘sishi Ap talabni
taklifdan qanchalik darajada kattaligiga va shu vaqt oralig‘iga to‘g‘ri proporsional bo‘ladi. Agar
proporsionallik koeffitsiyenti k bo‘lsa, bu qonuniyatni matematik ko‘rinishda ifodalab, undan
quyidagi natijalarni olamiz:

Ap=k(h-0t L —kh-s)  lim 2P = lim k(h—s) p =k(h—s).
At At—0 At At—0

Bunda eng oxirgi tenglik p=p(t) narx funksiyasiga nisbatan eng sodda differensial tenglama
bo‘lib, undan

p(t) =k [h(t) - s(0))dt

formulani hosil gilamiz. Bu formula bilan ifodalanadigan iqtisodiy jarayon Evans modeli deb
ataladi.

= Mahsulot ishlab chigarish hajmi haqidagi iqtisodiy masala. Biror tarmoqda t vaqtda
ishlab chiqarilgan mahsulot hajmini y=y(t) funksiya bilan belgilaymiz. Ishlab chiqarilgan
mahsulot bozorda o‘zgarmas p narxda sotiladi deb olamiz. Ishlab chigarishni kengaytirish uchun
sarflanadigan investitsiya hajmi t vaqt bo‘yicha I=I(t) funksiya bilan aniglansin. Ishlab
chigarishni tabiiy o‘sish modelida mahsulot hajmini ifodalovchi y=y(t) funksiyani topish talab
etiladi.
Yechish: Ishlab chiqgarishni tabiiy o‘sish modelida quyidagi ikkita shart qo‘yiladi:

a) mahsulot ishlab chiqarish tezligi, ya’ni ishlab chiqarish sur’ati, investitsiya hajmiga
proporsional (proporsionallik koeffitsiyenti o) :

y(@)=al(?) ;
b) investitsiya hajmi olinayotgan Y(t) foydaning ma’lum bir qismiga teng, ya’'ni
1(t)=mY(t)=mpy(t).
Bunda m (investitsiyalash normasi) 0O<m<1 shartni qanoatlantiruvchi biror o‘zgarmas son.
Bu shartlardan mahsulot hajmi y=y(t) uchun

y'=ampy=ky (k=amp)

differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu tenglama oldin ko‘rilgan demografik masalada paydo
bo‘lgan edi va unda umumiy yechim

y(t) = CeM = Ce™!

ko‘rinishda bo‘lishi ko‘rsatilgan edi. Agar y(to)= yo boshlang‘ich shart berilgan bo‘lsa, mahsulot
ishlab chiqarish hajmi
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M(£) = yoe )
funksiya orqali aniglanadi.

Izoh: Yuqorida biz mahsulot narxi p o‘zgarmas deb oldik. Amalda bu shart ma’lum bir
gisqa vaqt davri uchun o‘rinli bo‘ladi. Shu sababli ko‘pincha ishlab chiqarishni raqobatli bozor
sharoitida o‘sish modelidan foydalaniladi. Bu modelda mahsulot hajmi y o‘sib borishi bilan
uning narxi p kamayib boradi, ya’ni ma’lum bir p=p(y) kamayuvchi funksiya bo‘yicha o‘zgarib
boradi deb olinadi. Bu holda mahsulot hajmi funksiyasi y=y(t)

y'=amp(y)y

o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama orqali aniqlanadi. Bu tenglamaning umumiy
yechimi

i:ozmt+C

yp(y)

tenglikdan topiladi. Jumladan, p(y)=b—ay bo‘lgan holda y=y(t) logistik funksiyadan(VIII bob,§5
ga qarang) iborat bo‘ladi.

Masalan, p(y)=3-y, 0=1.5 , m=0.4, y(0)=1.5 bo‘lganda

_ Y _perrc Ll Lcoesc lny_3‘=—1.8t+C1
y3-y) 3 y=3 vy y
y=3 _ 1seC _Ce ! = 3 _
y 1-Cye ¥

umumiy yechimni olamiz. y(0)=1.5 boshlang‘ich shartga asosan bu yerdagi o‘zgarmas son
qiymati C,= —1 ekanligini topamiz. Demak, berilgan shartlarda mahsulot hajmi

3
y(t)=——;
1+e
funksiya bilan topiladi.

I tartibli differensial tenglamalar yordamida radioaktiv moddaning parchalanishi,
reaktiv harakat, kimyoviy reaksiyada modda miqdori, jismning sovishi, quymaning qizishi, ilmiy
axborot oqimi, berilgan elastiklikka ega bo‘lgan talab funksiyasini topish, talab va taklif
funksiyasini narxning o‘zgarish tezligiga bog‘liq holda qarash kabi masalalar ham o‘z yechimini
topadi.
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